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ABSTRAK 
Matriks semidefinit positif memiliki nilai eigen dan determinan yang bernilai tak negatif. Hal tersebut mengakibatkan matriks ini 
banyak dimanfaatkan dalam berbagai aplikasi pada matematika, salah satunya adalah pertidaksamaan determinan. Determinan 
dari jumlahan beberapa buah matriks tidak bersifat linier (   (   )     ( )     ( )). Fungsi Schur akan digunakan 
untuk menguraikan determinan dari jumlahan beberapa matriks tersebut. Di dalam skripsi ini, pertidaksamaan determinan dari 
empat buah matriks semidefinit positif diberikan oleh 
   (       )     (     )       (     )   
             (     )     ( )     (   )     (   )     (   ). 
Kata kunci: determinan, fungsi Schur, nilai eigen, matriks semidefinit positif, pertidaksamaan determinan. 
 
ABSTRACT 
Positive semidefinite matrices possess nonnegative eigenvalues and determinant. This allows the matrices to be utilized in various 
applications in mathematics, an example is determinantal inequality. Determinant from a sum of several matrices are not linear 
(   (   )     ( )     ( )). Schur function will be used to decompose the determinan from the sum of matrices. In this 
paper, determantal inequality from four positive semidefinit matrices are given from 
   (       )     (     )       (     )   
             (     )     ( )     (   )     (   )     (   ). 
Key word: determinant, Schur function, eigenvalues, positive semidefinit matrices, determinantal inequality. 
 
1. Pendahuluan 
Teori matriks merupakan salah satu bagian dari aljabar linier yang secara luas digunakan dalam berbagai bidang seperti 
matematika terapan, komputer sains, ekonomi, tehnik mesin, riset operasi, statistik, dan lain-lain. Selain itu, teori matriks memiliki 
andil besar dalam kombinatorik, teori grup, teori graf, teori operator, dan berbagai disiplin ilmu matematika lainnya. Dengan ini, 
tidaklah berlebihan jika teori matriks dikatakan salah satu cabang matematika yang paling kaya. 
Salah satu jenis matriks yang banyak digunakan adalah matriks semidefinit positif. Suatu matriks kompleks   elemen dari  
   dikatakan matriks semidefinit positif atau definit tak negatif, jika 
      , untuk setiap   elemen dari    
Dengan    merupakan transpose konjugat dari  ,    menyatakan himpunan matriks persegi berdimensi    , dan   
  
menyatakan himpunan vektor kompleks berdimensi  . 
Matriks semidefinit positif memiliki nilai eigen dan juga determinan yang bernilai riil dan tak negatif. Hal tersebut 
mengakibatkan matriks ini banyak dimanfaatkan dalam berbagai aplikasi pada matematika. 
Berbagai pertidaksamaan dapat berlaku untuk bilangan tak negatif, sebagai contohnya adalah pertidaksamaan AM-GM-
HM (rataan aritmatika, rataan geometri, rataan harmonik). Karena sifat tak negatif dari matriks semidefinit positif (pada 
khususnya determinannya), maka matriks jenis ini sangatlah berpotensi untuk diteliti. 
Dua buah matriks semidefinit positif     elemen dari  , secara umum memenuhi 
   (   )     ( )     ( ).          (1.1) 
Pertidaksamaan (1.1) memiliki berbagai generalisasi dan pengembangan. Sebagai contoh, pertidaksamaan tersebut adalah akibat 
dari pertidaksamaan Minkowski, yaitu 
(   (   ))
 
  (   ( ))
 
  (   ( ))
 
 . 
Emilie V. Haynsworth dan kemudian D. J. Hartfiel menemukan bentuk lain dari pertidaksamaan tersebut, yaitu 
   (   )  (  ∑
     
     
   
   
)   ( )  (  ∑
     
     
   
   
)   ( )  (     )√   (  ) 
dengan   ,   ,            , merupakan submatriks leading principal (submatriks yang memuat kolom dan baris pertama 
sampai kolom dan baris ke-  dari matriks yang bersangkutan) dari matriks definit positif   dan   secara berturut-turut. 
Pengembangan menarik lainnya dari Pertidaksamaan (1.1) diberikan oleh Fuzhen Zhang, yakni jika di asumsikan   juga 
merupakan matriks semidefinit positif berdimensi    , diperoleh 
   (     )     ( )     (   )     (   ).        (1.2) 
Dengan mengatur    , Pertidaksamaan (1.2) akan kembali menjadi Pertidaksamaan (1.1). Minghua Lin, dalam papernya 
meneliti hubungan dari Pertidaksamaan (1.1) dan (1.2). Lin mengemukakan bahwa selisih dari pertidaksamaan pertama (   (  
 )  (   ( )     ( ))) lebih kecil atau sama dengan selisih dari pertidaksamaan kedua (   (     )       
(   (   )     (   ))). Secara rinci Lin mengemukakan hal berikut. 
Diberikan matriks semidefinit positif          maka berlaku 
   (     )     ( )  (   (   )     (   ))   
   (   )  (   ( )     ( )).         (1.3) 
Dengan berdasarkan pada hasil-hasil tersebut, maka akan dilakukan penelitian yang lebih mendalam tentang pertidaksamaan 
determinan matriks semidefinit positif. 
 
2. Tinjauan Pustaka 
2.1 Matriks Semidefinit Positif 
Definisi 2.1 Matriks  
Matriks adalah array dari bilangan-bilangan yang disajikan dalam bentuk segi empat berukuran     (ukuran dari matriks 
disebut dimensi atau ordo), dengan   adalah jumlah baris dan   adalah jumlah kolom. Bilangan-bilangan dalam array ini 
disebut entri-entri dari matriks. Entri yang muncul pada baris ke-  dan kolom ke-  dari matriks        disimbolkan dengan 
   , untuk          ,           . 
Definisi 2.2 Kunjugat Bilangan Kompleks (Brown & Churcill, 2009) 
Konjugat dari suatu bilangan kompleks          diberi simbol  ̅ dan didefinisikan sebagai   ̅      . 
Definisi 2.3 Transpose Konjugat suatu Matriks 
 Transpose konjugat dari suatu matriks kompleks   [   ]       diberi simbol  
  dan didefinisikan sebagai    
  ̅̅̅̅  [   ̅̅ ̅], dengan    ̅̅ ̅ adalah konjugat dari      ,          ,          . 
Definisi 2.4 Matriks Hermitian (Zhang, 2001) 
Suatu matriks kompleks      disebut matriks Hermitian jika matriks   sama dengan matriks transpose konjugatnya, 
yaitu  
      
Definisi 2.5 Matriks Semidefinit Positif (Horn & Johnson, 2013) 
Suatu matriks kompleks      disebut matriks semidefinit positif atau definit tak negatif jika 
      , untuk setiap     . 
Definisi 2.6 Matriks Unitary (Horn & Johnson, 2013) 
Suatu matriks kompleks      disebut matriks unitary jika memenuhi  
    , dengan   merupakan matriks identitas 
berdimensi    . 
Definisi 2.7 Matriks Normal (Horn & Johnson, 2013) 
Suatu matriks kompleks      disebut matriks normal jika memenuhi   
      (perkalian matriks   dengan matriks 
transpose konjugatnya bersifat komutatif). 
2.2 Karakteristik Matriks Semidefinit Positif 
Definisi 2.8 Matriks Diagonal 
Suatu matriks kompleks   [   ]     disebut matriks diagonanal jika untuk setiap    ,      ,            . 
Definisi 2.9 Diagonalisasi dengan Matriks Unitary 
Suatu matriks kompleks      dikatakan dapat didiagonalisasikan dengan matrisk unitary jika terdapat matriks unitary 
     sedemikian sehingga  
    merupakan matriks diagonal. 
Definisi 2.10 
Misalkan matriks       dan      , operasi  didefinisikan sebagai 
      [
   
   
]      . 
Definisi 2.11 Matriks Segitiga Atas 
Suatu matriks kompleks   [   ]     dikatakan matriks segitiga atas jika untuk setiap    ,      ,            . 
Teorema 2.1 Bentuk Schur (Horn & Johnson, 2013) 
Jika nilai eigen  dari suatu matriks kompleks      adalah           , dan misalkan    
  adalah vektor eigen satuan 
sehingga       , maka terdapat matriks unitary   [      ] sedemikian sehingga  
      [   ] 
merupakan matriks segitiga atas dengan        ,          . 
Teorema 2.2 Diagonalisasi Matriks Semidefinit Positif (Horn & Johnson, 2013) 
Suatu matriks semidefinit positif      dengan nilai eigen           , dapat didiagonalisasikan dengan matriks unitary. 
Definisi 2.12 
Didefinisikan   
 
  (   )
 
  untuk suatu matriks semidefinit positif      yang memiliki invers. 
2.3 Majorization 
Definisi 2.13 Majorization (Marshall, 2011) 
Diberikan       ,    mendominasi  , dituliskan 
   , 
jika 
∑   
  
    ∑   
  
   ,untuk          , 
dan kesamaan terjadi ketika    . 
Definisi 2.14 
Untuk matriks semidefinit positif     , didefinisikan sebuah vektor  ( )  (  ( )     ( )) dengan   ( )    
  ( ) dan   ( )     ( ) merupakan nilai eigen dari  . 
Berdasarkan Definisi 2.14, maka kedepannya Lemma 2.5 akan menggunakan bentuk    ( )  
∏   
 
   ( ). Hal ini juga akan membantu dalam menuliskan nilai eigen dari suatu matriks. 
2.4 Fungsi Schur 
Definisi 2.15 Fungsi Schur (Marshall, 2011) 
Fungsi bernilai riil   terdefinisi pada     disebut Schur konveks pada  jika untuk setiap      , 
    maka  ( )   ( ), 
sebaliknya   disebut Schur konkaf jika –   merupakan Schur konveks. 
 
3. Hasil dan Pembahasan 
3.1 Beberapa Pertidaksamaan untuk Bilangan Riil 
Pertidaksamaan-pertidaksamaan berikut berkaitan erat dengan pertidaksamaan determinan yang akan dibahas selanjutnya. 
Misalkan                 , dengan   (       ),   (       ),   (       ),            (       ). 
Lemma 3.1 
Untuk setiap     ,     ,          , berlaku 
∏ (    )    ∏   
 
   
 
   . 
Lebih lanjut, untuk setiap       ,        ,          , berlaku 
∏ (     )  ∏   
 
    
 
   ∏   
 
   . 
Lemma 3.2 
Untuk setiap         ,           ,          , berlaku 
∏ (        )
 
   
 ∏   
 
   
 ∏ (     )
 
   
 ∏ (     )
 
   
 
Lemma 3.3 (Lin, 2014) 
Untuk setiap         ,           ,          , berlaku 
∏ (        )
 
    ∏   
 
    (∏ (     )
 
    ∏ (     )
 
   )  
                             ∏ (     )
 
    (∏   
 
    ∏   
 
   ). 
Lemma 3.4 
Untuk setiap           ,              ,          , berlaku 
∏ (           )
 
    ∏ (        )
 
      ∏ (        )
 
    ∏   
 
     
∏ (        )
 
   
 ∏ (     )
 
   
 ∏ (     )
 
   
 ∏ (     ) 
 
   
 
3.2 Fungsi Schur Konkaf 
Berdasarkan Akibat Lemma 2.13, suatu fungsi   merupakan fungsi Schur konkaf jika fungsi tersebut merupakan fungsi 
simetrik dan memenuhi               (     ) (
  
   
 
  
   
)   . Fungsi-fungsi yang didefinisikan pada subbab ini akan digunakan 
untuk menguraikan determinan dari jumlahan beberapa matriks. 
Lemma 3.5 
Fungsi  ( )  ∏ (    )
 
    dengan   (       ),     ,          , merupakan fungsi Schur konkaf.  
Lemma 3.6 
Jika diberikan  suatu matriks semidefini positif       , maka berlaku 
∏ (    (   ))
 
    ∏ (    ( )    ( ))
 
   . 
Lemma 3.7 (Lin, 2014) 
Fungsi  ( )  ∏ (    )
 
    ∏   
 
    dengan   (       ),     ,          , merupakan fungsi Schur konkaf. 
Lemma 3.8 
Jika diberikan  suatu matriks semidefini positif       , maka berlaku 
∏ (    (   ))
 
    ∏ (  (   ))
 
      
 ∏ (    ( )    ( ))
 
    ∏ (  ( )    ( ))
 
   . 
Lemma 3.9 
Jika diberikan  suatu matriks semidefini positif         , maka berlaku 
∏ (    (     ))
 
    ∏ (  (     ))
 
     
 ∏ (    ( )    ( )    ( ))
 
    ∏ (  ( )    ( )    ( ))
 
   . 
 
3.3 Pertidaksamaan Determinan untuk Matriks Semidefinit Positif 
Lemma 3.10 
Jika diberikan suatu matriks semidefinit      yang memiliki vektor       ( )  (  ( )     ( )), maka untuk mariks identitas 
  dengan vektor  (   )  (  (   )     (   )), berlaku   (   )      ( ),          . 
Lemma 3.11 
Jika matriks      merupakan semidefinit positif yang memiliki invers,  
maka   
 
  juga merupakan matriks semidefinit positif. Akibatnya   
 
    
 
  merupakan matriks semidefinit positif untuk matriks 
semidefinit positif  . 
Teorema 3.1 
Jika diberikan matriks semidefinit positif       , maka berlaku 
   (   )     ( )     ( ). 
Teorema 3.2  
Jika diberikan matriks semidefinit positif         , maka berlaku 
   (     )     ( )     (   )     (   ). 
Teorema 3.3  
Jika diberikan matriks semidefinit positif         , maka berlaku 
   (     )     ( )  (   (   )     (   )) 
    (   )  (   ( )     ( )).  
Teorema 3.4 
Jika diberikan matriks semidefinit positif             maka berlaku 
        (       )     (     )  
                    (     )     (     )     ( )    
                        (   )     (   )     (   ). 
 
4. Kesimpulan 
1. Diperoleh bentuk pertidaksamaan determinan untuk dua buah matriks, tiga buah matriks, dan sampai dengan empat buah 
matriks semidefinit positif. Bentuk dari pertidaksamaan tersebut adalah sebagai berikut. 
i.    (   )     ( )     ( ). 
ii.    (     )     ( )     (   )     (   ). 
iii.    (     )     ( )  (   (   )     (   ))     (   )  (   ( )     ( )). 
iv.    (       )     (     )     (     )   
       (     )     ( )     (   )     (   )     (   ). 
2. Pada pertidaksamaan determinan matriks semidefinit positif tersebut, terdapat beberapa hubungan yang diperoleh. Jika kita 
memilih     pada pertidaksamaan 
   (     )     ( )     (   )     (   ), 
maka akan diperoleh pertidaksamaan 
   (   )     ( )     ( ). 
Sedangkan pertidaksamaan 
   (     )     ( )  (   (   )     (   )) 
    (   )  (   ( )     ( )) 
diperoleh dengan membandingkan selisih positif dari 
   (     )     ( )  (   (   )     (   ))    
dan 
   (   )  (   ( )     ( ))   , 
1. dengan    (     )     ( )  (   (   )     (   )) lebih besar atau sama dengan    (   )  (   ( )  
   ( )). 
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